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Resum 
 
En aquest projecte es dissenya un observador capaç d’estimar la saturació d’aigua líquida a la 
capa catalítica d’una pila de combustible de tipus PEM. 
En els primers apartats es presenta al lector la idea de la pila de combustible, tant en el seu 
context històric com dels seus usos i característiques tècniques. Ja que, determinats aspectes 
del funcionament de la pila són necessaris per entendre el projecte.  
La pila de combustible és un sistema realment complex de modelar, en el projecte es reutilitza 
un model (Strahl, 2011) i una simulació del programari Simulink (González, 2017) d’una pila de 
combustible de característiques similars a la del treball. Partint del model, es dissenyaran 
diverses estructures d’observador i s’explorarà la seva validesa implementant-los en la 
simulació. 
En els següents apartats es dissenya l’observador. Es presenta tres estructures possibles: En llaç 
obert, en llaç tancat basat en Sliding Mode Control (SMC) i en llaç tancat dissenyat sobre la forma 
canònica controlable del sistema. Durant aquests apartats, es presenta la teoria necessària per 
entendre els dissenys i es realitza una sèrie de simulacions per a analitzar la seva validesa. 
Finalment, es dissenya un diferenciador que permet estimar el valor de certes derivades 
necessàries per a la implementació de l’observador. 
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Glossari 
 
 
 Vair: velocitat de l’aire de refrigeració del càtode de la pila impulsat pel ventilador.  
 u: Calor extreta de la pila de combustible de tipus PEM.  
 s: Saturació d’aigua líquida a la capa catalítica de la pila de combustible de tipus PEM.  
 Tamb: Temperatura ambient d’on es troba la pila de combustible de tipus PEM.  
 Tstack: Temperatura de les cel·les de  la pila de combustible de tipus PEM.  
 I: Intensitat proporcionada a la pila de combustible de tipus PEM.  
 Vsatck: Voltatge de la pila de combustible de tipus PEM. 
 PEM: Tipus de pila de combustible de membrana d’electròlit polimèric. Sigles en 
anglès: Polymer Electrolyte Membrane o Proton Exchange Membrane. 
 SMC: Sliding Mode Control. 
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1. Prefaci 
 
Origen del projecte 
 
Per fer progressos en el camp de les piles de combustible és necessari estudiar diverses 
disciplines, com poden ser l’estructura de la pila, els materials emprats en la seva fabricació i el 
seu control. Les condicions de treball de la pila estan relacionades directament amb la seva 
eficiència i durabilitat. Per això, és d’interès disposar d’un sistema de control que s’encarregui 
d’optimitzar de forma adequada el seu funcionament. 
 
Motivació 
 
Personalment, la motivació principal per realitzar aquest projecte va ser treballar sobre una 
aplicació de teoria de control en un camp desconegut per la meva persona.  
Per una banda, desitjava l’oportunitat d’implementar  els conceptes adquirits en les assignatures 
de Dinàmica de Sistemes i Control Automàtic, per així poder consolidar les idees adquirides. 
Aquest projecte no només complia aquesta condició, a més, cobria un camp de control 
inexplorat per mi. 
Per altra banda, mai he pogut treballar amb piles de combustible. Per això, aquest projecte 
suposava una forma d’introduir-me a un món desconegut per mi. 
Tot l’anterior fa del projecte una gran oportunitat d’aprenentatge a la vegada que ajuda al 
desenvolupament i recerca d’una font d’energia elèctrica ecològica. 
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2. Introducció 
 
Un dels elements més importants en la història de la indústria ha estat i segueix estant l'energia, 
que actualment, s'obté sobretot dels combustibles fòssils. Malauradament, coneixent el seu 
efecte sobre el medi ambient i la seva disponibilitat finita, s'ha convertit en prioritat investigar 
alternatives més eficients i ecològiques. És inevitable que en algun moment, la societat i la 
indústria es trobi en un estat de mancança de combustibles fòssils juntament amb un gran 
increment dels seus preus, cosa que podria provocar una important crisi energètica a escala 
mundial. Per això, la inversió en nova tecnologia i la transició cap a altres camins de produir, 
emmagatzemar i distribuir energia ha de tenir lloc ja. 
Una de les alternatives més destacables és l'ús d'hidrogen com a vector energètic. L'hidrogen 
presenta avantatges interessants respecte a altres combustibles, com la seva alta densitat 
energètica o la seva baixa resistència a fluir. A més, es pot utilitzar per produir energia elèctrica 
a partir d'uns dispositius electroquímics anomenats piles de combustible. 
Aquests dispositius generen energia elèctrica a partir d'una reacció química entre hidrogen i 
oxigen, i presenten avantatges en tema d'autonomia i temps de recàrrega respecte 
a alternatives com poden ser les bateries elèctriques.  
Les piles de combustible semblen una molt bona alternativa als combustibles fòssils. 
Malauradament, encara queda molt camí per recórrer en la investigació de dispositius que 
transformin hidrogen en energia elèctrica. Encara que en els últims 20 anys s'han realitzat 
avenços extraordinaris, segueix sent necessari millorar en tema d'eficiència i durabilitat. 
 
Una possible via per a millorar el funcionament d'aquests dispositius és estudiar i desenvolupar 
sistemes de control per a la generació d'energia elèctrica  a través de les piles de combustible.  
 
Objectiu del projecte 
 
En aquest treball es dissenyarà un dispositiu de control que permetrà de la forma 
més econòmica possible, millorar l'eficiència i la durabilitat d'una pila de combustible del 
tipus PEM de càtode obert. En específic, es dissenyarà un observador capaç d’estimar el valor  
d’una variable d’estat del model que s’introduirà durant el treball. 
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3. Estudi de la pila de combustible 
 
Entre aquest apartat i la següent,  s’introduïrà la morfología, la història i el funcionament 
electromecànic de la pila de combustible de tipus PEM.  
 
La pila de combustible 
 
Les piles de combustible transformen energia química en corrent elèctric DC. Usualment, un 
procés de generació d’energia  partir de combustible implica una sèrie de conversions. Les piles 
de combustible eviten tots aquests passos i generen energia sense emprar cap part mòbil. És en 
aquesta senzillesa en la qual neix part de l’interès per aquests dispositius. 
 
Història de les piles de combustible 
 
El funcionament es basa en la generació de corrent elèctric a partir d’invertir el procés 
d’electròlisi de l’aigua. Aquest efecte el va observar per primer cop el científic Christian F. 
Shoenbein el 1938. A partir del seu treball, el científic Sir William Grove, l’any 1839, va demostrar 
el procés i va desenvolupar la que es considera la primera pila de combustible l’any 1842. 
Uns 100 anys després de l’invent de Sir William Grove, l’enginyer anglès Francis T. Bacon va 
començar a treballar amb piles de combustible pràctiques, i l’any 1952 va completar la 
construcció d’una pila de combustible 5 kW. Tanmateix, les primeres aplicacions d’aquesta 
tecnologia van córrer en mans del programa espacial dels Estats Units. General Electric, que a 
partir del treball de Grubb i Niedrach, va desenvolupar les primeres piles de combustible amb 
membrana polimèrica, les quals, es van utilitzar al programa Gemini a principis de 1960. Aquest 
treball el va continuar el programa espacial Apollo. A meitats de 1960, General Motors va 
començar a experimentar amb vehicles que empraven piles de combustible, tanmateix, no es 
va desenvolupar cap aplicació terrestre fins a principis del 1990. L’any 1993, Energy Partners va 
demostrar la viabilitat d’un vehicle alimentat per una pila de combustible de tipus PEM. A partir 
d’aquesta activitat i el suport de U.S Department of Energy, al final del segle quasi totes les 
empreses manufactureres de cotxes havien presentat almenys un prototipus que implementava 
aquesta tecnologia. Una nova indústria acabava de néixer. (Bossel, 2000). 
 Actualment, el nombre de patents relacionades amb la tecnologia de les piles de combustible 
està creixent de forma dràstica, demostrant l’interès i la implicació de la comunitat científica i 
d’enginyeria.  
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Avantatges de les piles de combustible 
 
Les piles de combustible presenten diversos avantatges que les fan atractives davant de 
tecnologies de conversió d’energia més convencionals. Alguns exemples poden ser els 
següents: 
 Una alta eficiència: Les piles de combustible presenten una eficiència més elevada que 
els motors de combustió interna o les centrals elèctriques convencionals.  
 
 Zero emissions:  En treballar amb hidrogen, les piles de combustibles produeixen zero 
emissions contaminants; només generen aigua. Però, actualment la gran majoria de 
l’hidrogen s’obté de forma no renovable, emprant combustibles fòssils. Malgrat això, 
existeixen processos alternatius com l’electròlisi, la hidròlisi o l’ús de biomassa, que si 
s’optimitzen de forma adequada, poden resoldre aquest conflicte.  
 
 
 Simplicitat: Les piles de combustible són bastant senzilles. Realment, estan formades 
per capes de repeticions d’un mateix component i no tenen cap part mòbil.  
 
 Modularitat: Les piles poden generar més energia simplement afegint més cel·les al 
seu conjunt. Utilitzar piles de combustible pot ser més econòmic que emprar una 
central elèctrica tradicional. Anar afegint de forma gradual piles de combustible a la 
xarxa en lloc de construir una única central elèctrica pot ser cost-efectiu i pot millorar 
la fiabilitat de la font d’energia. 
 
 
Aplicacions de les piles de combustible PEM 
 
Les aplicacions actuals de les piles de combustible es poden classificar de forma general en 
quatre grups: 
 Transport: Les aplicacions de les piles de combustible PEM en aquest àmbit són les més 
conegudes. Gran part de les empreses en automoció ja aposten per utilitzar aquesta 
tecnologia en almenys un dels seus prototipus.  
 Generació d’energia estacionària: Aquest tipus s’utilitza sobretot en llars on se sol 
emprar com a part d’un sistema de generació d’energia elèctrica i calorífica.  
 Generació d’energia en cas d’emergència: S’han presentat alguns prototipus de piles 
de combustible que regeneren el seu hidrogen durant els períodes en què l’energia 
elèctrica està disponible. Emprar piles com a energia de reserva, sobretot en les 
telecomunicacions, es considera un mercat viable per al desenvolupament de les piles 
de combustible. 
 Generació d’energia portable: Per a les bateries també és una bona opció l’ús de piles 
de combustible, com per exemple en aparells petits com càmeres de fotos o portàtils. 
Els rangs de potència van dels 5W als 500kW. 
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4 Teoria de la pila de combustible 
 
Principi de funcionament 
 
El funcionament de les piles de combustible es basa en l’obtenció de corrent elèctric a partir 
d’una reacció química de tipus REDOX. El sistema s’alimentarà contínuament amb un agent 
reductor que funcionarà com a combustible i un agent oxidant, que en aquest cas, s’obtindrà de 
l’ambient.  
En aquest tipus de pila de combustible, l’agent reductor serà l’hidrogen (H2) i l’agent oxidant 
serà  l’oxigen (O2). Per una banda, l’hidrogen s’alimentarà en l’ànode de la pila, on tindrà lloc la 
reacció d’oxidació. Per altra, l’oxigen s’alimentarà pel càtode on es produirà la reacció de 
reducció. L’ànode i el càtode estan separats per una membrana polimèrica que dóna nom a 
aquest tipus de pila. 
A la figura següent es pot observar un esquema del funcionament de la pila: 
 
 
Imatge 1: Esquema de la pila de combustible. @Font de la imatge: PEM Fuel Cells, Theory and Practice, Frano 
Barbir (Barbir, 2013) 
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Reaccions químiques bàsiques 
 
El procés s’inicia quan s’introdueix hidrogen (combustible) per la banda de l’ànode. En entrar en 
contacte amb la capa catalítica de l’ànode es produeix una reacció d’oxidació, on l’hidrogen se 
separarà en els seus protons i electrons. 
 Reacció d’oxidació de l’hidrogen 
 
 
𝐻2 → 2𝐻
+ + 2𝑒− 
 
La naturalesa aïllant de la membrana només permet la difusió dels protons a través d’ella, els 
electrons, per altra banda, es veuen obligats a recórrer el circuit extern. Aquest moviment 
d’electrons serà el corrent DC que generarà la pila de combustible. 
Els electrons i els protons es trobaran amb l’oxigen a la banda del càtode, on tindrà lloc una 
reacció de reducció que produirà aigua (H2O). 
 Reacció de reducció de l’oxigen 
 
 
1
2
𝑂2 + 2𝐻
+ + 2𝑒− → 𝐻2𝑂 
 
 
La reacció global del sistema serà: 
 
1
2
𝑂2 + 𝐻2 → 𝐻2𝑂 
 
 
Durant aquest procés, diversos agents contaminants es poden introduir a la pila de combustible. 
Per exemple, la introducció de l'oxigen directament des de l'ambient, pot provocar l'entrada de 
substàncies com el nitrogen; o fallades en l'aïllament de la membrana poden provocar 
un moviment de molècules d'oxigen del càtode a l'ànode. Per a evitar un efecte negatiu sobre 
el rendiment de la pila de combustible, és necessari un procés de purga que elimini aquestes 
possibles contaminacions, reactius sobrants i certa quantitat d'aigua generada (H2O). 
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Sistemes complementaris 
 
Aquest projecte se centra en el control d’una pila de tipus PEM, en específic, el model Horizon 
H-100. 
 
 
Imatge 2: Pila de combustible de tipus PEM del laboratori de L’IRI 
 
 
En anteriors apartats s’ha explicat les bases del funcionament de la pila de combustible. 
Tanmateix, per a una correcta actuació d’aquesta, és necessari disposar d’elements 
complementaris 
 
 Obtenció de l’oxigen: La pila  de combustible PEM estudiada en aquest treball és de 
càtode obert. Això significa  que l’oxigen necessari s’obté directament de l’atmosfera. 
Aquest fet estalvia els costos d’utilitzar un dipòsit d’oxigen pur, però augmenta la 
sensibilitat del sistema a l’ambient. 
 
 Ventilació: Mantenir una temperatura correcta és crucial per a un funcionament eficient 
i durador. La reacció química global del sistema és exotèrmica, per això, és 
imprescindible l’ús d’algun tipus de ventilació. La pila de combustible estudiada 
implementa un ventilador que fa passar aire refrigerant per la banda del càtode. La 
velocitat d’aquest aire serà el paràmetre de control que permetrà arribar a les 
condicions de treball desitjades. 
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 Humidificació: La quantitat d’aigua a la capa catalítica és un factor molt important. Un 
excés o falta d’aigua pot impedir als protons accedir als llocs actius i reaccionar amb la 
resta de reactius. Per això, resulta convenient afegir un humidificador per a tenir cert 
control sobre la humitat de la pila. 
 
 
 Connexió de cel·les en sèrie: Anteriorment, s'ha explicat com es pot generar energia 
elèctrica a partir de les reaccions electroquímiques que es produeixen a 
l'interior d'una cel·la de la pila de combustible. Tanmateix, és d'interès aconseguir nivells 
de tensió i/o intensitat més elevats dels que pot generar una única cel·la. Una primera 
opció seria augmentar l’àrea activa de la cel·la, però és una solució poc pràctica. Per 
això, s'opta per implementar connexions de diverses cel·les a la vegada. La pila d'aquest 
projecte presenta una connexió en sèrie, cosa que permet augmentar la caiguda de 
tensió total mantenint més o menys la mateixa intensitat. 
 
 
Imatge 3: Configuració de cel·les en sèrie. @Font de la imatge: PEM Fuel Cells, Theory and Practice, Frano Barbir 
(Barbir, 2013)   
 
En la imatge es pot observar una connexió dels ànodes i els càtodes de les diferents 
cel·les, configuració típica de les piles de combustible. Però, com que l’eficiència d’una 
cel·la és sensible al cabal de reactius, és crucial que cada cel·la rebi aproximadament la 
mateixa quantitat de gasos reactius que la resta.  
 
 Sistema d’alimentació uniforme: Un flux uniforme es pot aconseguir a partir de 
col·lectors interns o externs, que permetin controlar la configuració gasos reactius. A 
partir d’aquí, s’empren uns canals o estructures poroses que distribueixin els reactius 
per tota la superfície activa de la cel·la. 
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Imatge 4: Formes usuals dels canals distribuïdors. @Font de la imatge: PEM Fuel Cells, Theory and Practice, Frano 
Barbir (Barbir, 2013) 
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5 El model del sistema 
 
En aquest treball es partirà d’un model, desenvolupat anteriorment per l’autor Stephan Strahl 
(Strahl, 2011) d’una pila de combustible PEM de característiques similars  a la pila present en el 
laboratori. 
Aquest model permetrà descriure la dinàmica de la pila enfront diferents condicions de treball. 
Així, es podran realitzar simulacions sense la necessitat de l’ús d’una pila de combustible real. A 
més, aquest model serà la base per a dissenyar l’observador desitjat en aquest projecte. 
 
Variables del model 
 
Les variables que utilitza el model són les següents: 
 Estats dinàmics 
o Temperatura de la pila de combustible (Tstack en graus Kelvin) 
o Saturació d’aigua líquida a la capa catalítica del càtode (s volum líquid/ espai 
lliure total als porus) 
 Entrades del sistema 
o Intensitat proporcionada a la pila (Istack en Ampers) 
o Velocitat de l’aire refrigerant (vair  en m/s). Funcionarà com acció de control del 
sistema 
o Temperatura ambient (Tamb en graus Kelvin) 
 Sortides del sistema 
o Voltatge (Vstack  en Volts) 
 
En el següent apartat s’exposarà les equacions que defineixen les interaccions entre totes 
aquestes variables.  
 
Equacions del model 
 
L’espai d’estats del sistema es defineix a partir de les següents equacions: 
 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇ =  𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 + (𝐾2 ·  𝑇𝑎𝑚𝑏 − 𝐾2 ·  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) ·  𝑣𝑎𝑖𝑟 
𝑠  ̇ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) · 𝑠 − 𝑓𝑑(𝑠) 
𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 = 𝐾7 − 𝐾6 · 𝐼 −  𝐾5 ·  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 ·  𝑓𝑎(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠, 𝐼) 
 
Les funcions no especificades es poden trobar a l’annex al final del projecte. 
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En les equacions es pot observar que el sistema depèn de la temperatura ambient (Tamb). Per a 
simplificar els càlculs, l’autor del model (Strahl, 2011) proposa realitzar el següent canvi de 
variable: 
𝑢 =  𝑣𝑎𝑖𝑟 · (𝐾2 ·  𝑇𝑎𝑚𝑏 − 𝐾2 ·  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) 
 
On el paràmetre u es podria entendre com la calor que intercanvia el sistema amb l’ambient. 
Amb aquest canvi, les equacions resultants són les següents: 
 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇ =  𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 + 𝑢(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
𝑠  ̇ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) · 𝑠 − 𝑓𝑑(𝑠) 
𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 = 𝐾7 − 𝐾6 · 𝐼 −  𝐾5 ·  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 ·  𝑓𝑎(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠, 𝐼) 
 
 
Control de temperatura 
 
Com es pot comprovar, la tensió del sistema depèn de forma significativa en la variable   𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 , 
però, com que la reacció global del sistema és exotèrmica, aquesta és una variable que es pot 
descontrolar fàcilment. Per tant, si es desitja un funcionament eficient de la pila de combustible, 
és crucial disposar d’algun sistema de control de temperatura. En aquest treball, s’utilitzarà el 
control dissenyat per l’estudiant Marta González (González, 2017) sobre el mateix model. 
Aquest es basa a modificar la velocitat de l’aire refrigerant pel càtode (variable vair), per a 
aconseguir que el sistema presenti la temperatura desitjada. 
A continuació es pot observar el model en Simulink de la pila de combustible(González, 2017). 
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Imatge 5: Model de Simulink de la pila de combustible 
 
 
El sistema es controlarà a partir d’un controlador proporcional i integral amb la següent 
estructura: 
 
𝐺𝑃𝐼(𝑠) =  𝐾𝑝 + 
𝐾𝑖
𝑠
 
 
 
Imatge 6: Controlador PI del model de Simulink 
 
El controlador utilitzarà la diferència entre la Tstack real i una Tstack de referència desitjada per a 
augmentar o disminuir la velocitat de l’aire refrigerant vair. Com que el sistema és no lineal, els 
paràmetres del controlador PI s’han calculat a partir de linealitzar el model en un cert punt 
d’equilibri. Teòricament, un sistema on s’implementi aquest controlador, només presentarà una 
Control adaptatiu d'una pila PEM de càtode obert  Pág. 19 
 
 
resposta similar a la desitjada si les condicions del sistema són similars a les emprades per a 
linealitzar el model (Fuchs, 2016). Per això, en aquest projecte, s’ha considerat acceptable 
treballar amb aquest controlador, si les condicions de treball són properes a les emprades per 
linealitzar el sistema.  
A més, el controlador necessita una sèrie d’elements complementaris per al seu correcte 
funcionament. 
En primer lloc, en presentar una acció integral, el controlador té el perill de sofrir de l’efecte de 
Wind Up (Tecnología de sistemas de control, 2004). Aquest efecte suposa que l’actuador arriba 
al seu punt de saturació, però el controlador continua integrant l’error, provocant un transitori 
inacceptable. Per això, el controlador presentarà un sistema Anti Wind Up, que s’encarregarà de 
disminuir les conseqüències d’aquest efecte. 
 
 
Imatge 7: Esquema del sistema Anti Wind Up implementat 
 
En segon lloc, el controlador incorpora un sistema feedforward per a agilitzar l’evolució de la 
temperatura de la pila. Inicialment, es realitza un càlcul de la variable de control vair que portaria 
el sistema al punt d'estabilitat desitjat. El sistema utilitzarà aquesta variable calculada i el 
controlador s'encarregarà que la resposta del sistema s'adeqüi a les especificacions anhelades. 
  
    
 
Imatge 8: Sistema feedforward 
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El sistema general de la pila de combustible més elements complementaris presentarà la 
següent forma: 
 
Imatge 9: Model de Simulink de la pila de combustible, controlador PI i elements complementaris 
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6 Observador  
 
Anteriorment, s’ha introduït un model que permet descriure el comportament d’una pila de 
combustible de tipus PEM, i s’ha presentat un controlador que permet ajustar el valor de la 
temperatura de la pila. 
En aquest apartat es desenvoluparà l’objectiu principal d’aquest treball, dissenyar un 
observador que permeti estimar de forma precisa la quantitat d’aigua en la pila de combustible 
(s). 
 
Problemàtica a tractar 
 
Durant el treball, , s’ha presentat l’estructura d’un controlador PI per a poder modificar el valor 
de la variable  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Aquest tipus de control  ha donat bons resultats, per tant, dissenyar  
estructures de control de temperatura més avançades podria ser una via per a millorar el 
rendiment de les piles de combustible. Tanmateix, en aquest projecte s’ha decidit anar per un 
camí diferent. 
En aquest treball es descriu una pila de combustible a partir d’unes expressions formades per 
entrades, sortides i estats dinàmics. La gran majoria d’aquestes variables es poden mesurar: 
 Vstack es pot mesurar a partir d’un sensor de tensió 
 Istack es pot mesurar a partir d’un sensor d’intensitat 
 Tamb i Tstack es poden mesurar col·locant sensors de temperatura 
 Vair  es coneix, ja que és l’acció de control fixada a partir del PWM 
Tanmateix, existeix una variable que no es pot mesurar de forma precisa: la saturació d'aigua 
líquida a la capa catalítica del càtode (s). Aquest fet és crucial, ja que és de molt interès conèixer 
el valor d’aquesta variable. 
Per una banda, el rendiment de la pila de combustible és sensible a la hidratació de la seva 
membrana. Una mancança o un excés d'aigua en la pila afecta a la tensió que és capaç de 
generar. Per això, podria ser interessant algun sistema de control que permetés modificar el 
valor d’aquesta variable. Tanmateix, si no es disposa d’un element que mesuri el valor de s, no 
es podrà implementar cap estructura que es basi en algun tipus de realimentació. 
Per altra banda, valors extrems de quantitat d’aigua podrien afectar o inclús posar en perill la 
pila de combustible. Per aquest motiu, és crucial disposar d’un sistema que permeti estimar la 
variable s i avisar si aquesta està arribant a valors extrems. 
Per això, dissenyar un sistema que permeti conèixer de forma contínua  el valor d'aquesta 
variable pot ser una via adequada per a millorar l’eficiència i la durabilitat de la pila de 
combustible. Un observador és un sistema que compleix aquestes característiques. 
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Teoria d’observadors 
 
L'objectiu principal d'un observador és estimar variables no mesurables d’un sistema a 
partir d'entrades i sortides que sí que es poden mesurar. L'observador en si és un model 
matemàtic del sistema. Aquest model calcula l’evolució de la variable que es desitja observar a 
partir dels valors mesurables del sistema real.  Lògicament, aquest procés presentarà diversos 
problemes (pertorbacions en les mesures, incerteses del model matemàtic...), per això els 
observadors solen presentar una certa acció de control que assegura el correcte funcionament 
d’aquest. 
 
Observador en llaç obert 
 
Aquesta estructura té la característica de no presentar cap acció correctora basada en alguna 
realimentació. El llaç obert es considera l’observador més senzill d’implementar, i per tant, una 
bona forma d’iniciar el projecte. A continuació es presenten les idees principals d’aquesta 
estructura. 
Es considera el següent sistema lineal 
𝑥  ̇ =  𝐴 · 𝑥(𝑡) + 𝐵 · 𝑢(𝑡) 
𝑦(𝑡) = 𝐶 · 𝑥(𝑡) 
 
On 𝐴 ∈  ℝ𝑛𝑥𝑛, 𝐵 ∈  ℝ𝑛𝑥𝑚, 𝐶 ∈  ℝ𝑝𝑥𝑛. I on x representa els estats dinàmics del sistema, u 
representa l’entrada de control i y representa els estats dinàmics mesurables. L’objectiu és 
obtenir una estimació de  𝑥(𝑡)  a partir de les quantitats de 𝑦(𝑡)  i  𝑢(𝑡). Una opció, podria ser 
que l’observador fos una rèplica exacta del sistema. D’aquesta manera, l’observador presentaria 
la següent estructura: 
  
𝑥 ̇ (𝑡) =  𝐴 · 𝑥(𝑡) + 𝐵 · 𝑢(𝑡) 
?̂? =  𝐶 · 𝑥(𝑡) 
On 𝑥(𝑡) i  ?̂?(𝑡) són les estimacions de les respectives variables. Aquesta estructura es coneix 
com a observador en llaç obert.  
L’operari ha d’introduir en l’observador uns valors inicials de 𝑥. Llavors, al sistema calcularia 
l’evolució de 𝑥(𝑡) a partir de les equacions de l’observador i els valors reals ?̂?(𝑡) 𝑖  𝑢(𝑡). El 
comportament ideal de 𝑥(𝑡) serà aquell que compleixi  
(𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)) → 0 
D’aquesta manera, s’assegura que els valors de les estimacions de l’observador són iguals als 
valors reals de la variable a observar. 
A continuació, es presentaran un seguit de proves d’un observador amb aquesta estructura.  
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7. Proves de l’observador en llaç obert de la pila de 
combustible 
 
El model a simular està format pel model amb Simulink presentat en l’apartat 5 i un subsistema 
en paral·lel que representa l’observador. En aquestes simulacions, s’estudiarà si l’observador  és 
capaç d’aproximar la variable s. 
 
 
Imatge 10: Model de Simulink del sistema a simular  
 
 
El model està format per dues parts: 
 El sistema presentat en l’apartat 5 compost pel model de la pila de combustible, el 
controlador PI i elements complementaris. 
 Un subsistema en paral·lel que és una còpia exacta de l’equació de ?̇?, la  qual, s’alimenta 
dels valors reals de I , Tstack i Vstack. 
 
La simulació procedirà de la següent forma. Se simularà el sistema presentat en l’apartat 5. Això  
significa que les variables d’estat (𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠) partiran d’uns valors inicials i sofriran una evolució 
temporal dictada per les seves equacions i el controlador PI. Aquest sistema es considerarà com 
el sistema real. L’evolució de la variable s  es representarà en el visualitzador s1.  
 
En paralel, se simularà l’observador en llaç obert. Aquest, és bàsicament l’equació de ?̇?: 
 
𝑠  ̇̂ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) · ?̂? −  𝑓𝑑(?̂?) 
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Aquesta equació se l’alimentarà amb els valors de (𝐼, 𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 ,  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) del sistema real. La variable 
𝑠 ̂ partirà d’un valor inicial i evolucionarà d’una certa manera en el temps. Aquesta evolució es 
plasmarà sobre el mateix visualitzador s1. Cal destacar, que en la pràctica, la pila de combustible 
no presenta cap sensor que mesuri el valor de s, en conseqüència, abans d’activar l’observador, 
l’operari no té cap referència del valor real de s. Per això, s’ha considerat que l’operari sempre 
realitzarà una estimació inicial errònia, per tant, en la simulació, el valor inicial de ?̂? de 
l’observador és diferent del de s real. 
S’ha realitzat un seguit de proves del sistema. En aquestes, s’ha modificat el valor inicial de  ?̂? i 
s’ha estudiat si l’observador era capaç d’aconseguir  |?̂? − 𝑠| ≤ 𝜀 en un temps finit. 
 
 
Imatge 11: Evolució de s del sistema real (color blau) contra evolució de s de l’observador (color taronja) 
 
Com es pot comprovar, l’observador en llaç obert és capaç d’estimar correctament els valor de 
la variable s, inclús amb una diferència en els valors inicials de 𝑠 i ?̂?.  Aquests resultats són 
realment interessants. El sistema està definit per equacions diferencials, en conseqüència, 
petites diferències en els valors inicials podrien provocar una evolució de s completament 
diferent. En els resultats es pot observar que les expressions de ?̇?  i ?̇̂? (que són idèntiques) acaben 
presentant un comportament de 𝑠 i ?̂? similar, inclús amb valors inicials diferents. Per tant,  
s’acaba de demostrar que l’equació de  ?̇? és estable en aquestes condicions de treball.  
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Sensibilitat de l’observador en llaç obert 
 
En els resultats anteriors es pot comprovar que l’observador és capaç d’estimar correctament i 
en un temps finit els valors de 𝑠. Tanmateix, en les simulacions, s’ha considerat que aquest 
observador és una equació matemàtica que modela de forma exacta un sistema. En la pràctica, 
no existeix cap model matemàtic que representi de forma idèntica la realitat. Sempre existirà 
una certa incertesa entre el model i el sistema real. Per això, és d’interès estudiar com aquesta 
incertesa afecta a les estimacions de l’observador. 
En aquestes simulacions, hi ha una planta que s’interpreta com a sistema real i un subsistema 
en paral·lel que s’interpreta com l’observador. La incertesa es representarà com una diferència 
entre els paràmetres (constants K_1, K_2...) del sistema real i els de l’observador. Tanmateix, 
abans de començar a simular, s’ha analitzat un factor realment important. 
El sistema a simular és un conjunt d’equacions diferencials. Petites modificacions del model 
podrien provocar evolucions completament diferents de les seves variables. Un cas habitual, sol 
ser la desestabilització del sistema. Per això, el primer pas és analitzar si, al modificar els 
paràmetres, l’evolució de ?̂? de l’observador s’acaba estabilitzant. 
L’anàlisi d’estabilitat s’ha basat en disminuir un 2% el valor d’un paràmetre de l’observador. És 
a dir,  
𝐾𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑜𝑟 = 0.98 · 𝐾𝑟𝑒𝑎𝑙 
On K representa el paràmetre que s’ha modificat. 
Amb aquest nou observador s’ha repetit la simulació de l’apartat anterior i s’ha estudiat 
l’evolució del % d’error. On el % d’error és  
 
%𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =  
(𝑠 − ?̂?) 
𝑠
· 100 
Seguidament, s’ha restablert el valor inicial del paràmetre i s’ha repetit l’anàlisi disminuint el 
valor d’un altre paràmetre. 
Aquestes simulacions s’han realitzat en les següents condicions de treball: 
 ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘,𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 305 𝐾  ;  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘,𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 310 𝐾 
 
 ?̂?  𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 0.1132  ;  𝑠𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 0.0001 
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En general, les evolucions dels  % d’error de les anàlisis anteriors presenten una forma similar a 
la següent: 
 
 
Imatge 12: Evolució del % d’error (𝒔 − ?̂?) amb una disminució del 2% del paràmetre K_S de l’observador 
Es pot comprovar que el % d’error s’acaba estabilitzant. Per tant, s’ha demostrat que, en 
aquestes condicions de treball, una anàlisi de sensibilitat vàlid podria ser disminuir un 2% un 
paràmetre, realitzar una simulació amb aquest nou observador i estudiar el valor en el qual 
s’estabilitza el % d’error. 
En la taula següent s’ha resumit el resultat d’algunes anàlisis 
 
Paràmetre 
% Disminució 
del 
paràmetre %error final 
K_3 2% 0,90528368 
K_4 2% 0,90528368 
K_B 2% 11,5947434 
K_S 2% 0,40254315 
Taula 1: Resultats de l’anàlisi de sensibilitat en llaç obert. 
 
La primera columna representa el paràmetre que s’ha modificat, la segona és la quantitat (en 
percentatge) que s’ha disminuït i l’última representa el %error entre 𝑠 i ?̂? al final de la simulació 
(quan %error s’estabilitza). 
En aquests resultats ja es pot comprovar que la incertesa té un efecte significatiu en la precisió 
de les estimacions, sobretot en el paràmetre K_B.  
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Conflictes de l’estructura en llaç obert 
 
En les proves s’ha pogut observar diversos problemes de l’estructura en llaç obert. Per una 
banda, la incertesa afecta de forma significativa a la precisió de les estimacions. Per altra, 
l’observador tarda de forma excessiva a estimar correctament. Aquests dos punts són 
importants, però, el realment crític és que no es disposa de cap eina en l’observador, més enllà 
de l’estimació inicial de 𝑥, per a disminuir els seus efectes. Per això, pot ser d’interès abandonar 
l’estructura de llaç obert i dissenyar un estructura  amb una certa realimentació que permeti 
controlar la dinàmica de ?̂? (llaç tancat). 
La forma general de l’observador seria la següent : 
𝑥 ̇ =  𝐴 · 𝑥(𝑡) + 𝐵 · 𝑢(𝑡) + 𝑣 
?̂? =  𝐶 · 𝑥(𝑡) 
 
On 𝑣 seria una variable de control que dependria d’una certa realimentació i que asseguraria 
que el  comportament de l’observador presenta unes especificacions desitjades. En el disseny 
d’aquest control es poden seguir diverses estratègies, en aquest projecte s’ha decidit 
implementar un control de tipus SMC (Sliding Mode Control) (Shtessel, Cristopher, Fridman, & 
Levant, 2014). 
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8. Teoria de Sliding Mode Control 
 
Conceptes principals del SMC  
 
L’objectiu principal és que l’evolució de les variables d’estat d’un sistema presenti unes certes 
especificacions desitjades. Una estratègia a seguir és el Sliding Mode Control. En general, el 
disseny d’un controlador SMC es basa en les següents parts: 
 Buscar una superfície de lliscament en la que el sistema, quan llisqui en ella,  tendeixi 
cap a les especificacions desitjades. Es considera que el sistema està lliscant sobre la 
superfície quan les seves variables d’estat compleixen l’equació de la superfície. (p.e  
𝑥1 + 𝑥2  +  𝑥3 = 0). 
 Dissenyar una acció de control  𝑢 que porti el sistema a l’estat de lliscament. L’acció de 
control tindrà un valor que dependrà de la posició del sistema en relació a la superfície 
de lliscament. 𝑢 tindrà un cert valor quan el sistema estigui per sobre de la superfície, 
en tindrà un altre quan estigui per sota. Ambdós valors hauran de portar el sistema a la 
superfície de lliscament. 
 
Aquests conceptes són bastant abstractes, per això s’ha considerat adequat presentar-los en  un 
exemple. 
Es considera el següent sistema 
 
𝑥1  ̇ =  𝑥2 
𝑥2  ̇ =  𝑢 + 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) 
 
On u representa una acció de control i 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) és una pertorbació desconeguda. L’objectiu 
del control podria ser portar els estats dinàmics a zero, és a dir   lim
𝑡−𝑛
𝑥1, 𝑥2 = 0, quan la seva 
posició inicial és diferent de l’origen, 𝑥1(0), 𝑥2(0) ≠ 0. 
Una manera d’encarar aquest problema seria buscar quina relació entre les variables d’estat 
aconseguiria el comportament desitjat del sistema . En aquest cas, una bona candidata seria 
 
𝑥2 + 𝑐 · 𝑥1 =  0 
Que és equivalent a: 
𝑥1  ̇ +  𝑐 · 𝑥1 =  0 
 
Si es complís aquesta relació, una solució general del sistema seria 
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𝑥1(𝑡) =  𝑥1(0) · 𝑒
−𝑐𝑡 
𝑥2(𝑡) = 𝑥1̇(𝑡) = −𝑐 ·  𝑥1(0) · 𝑒
−𝑐𝑡 
 
Es pot observar que independentment de la pertorbació, les variables tendiran a zero, es a dir, 
es complirà el comportament desitjat del sistema. Aquesta relació tan adequada entre les 
variables d’estat és el que es considerarà com a superfície de lliscament. 
El següent pas és dissenyar l’acció de control u de manera que en un temps finit les variables 
d’estat compleixin la relació esmentada anteriorment, és a dir, que el sistema llisqui sobre la 
superfície de lliscament. 
Per a aconseguir-ho s’introdueix una nova variable en l’espai d’estats  
 
𝜎(𝑥) = 𝑥2 + 𝑐 · 𝑥1  
 
La nova variable 𝜎(𝑥) és el que s’anomena variable de lliscament. L’acció de control dependrà 
d’aquesta variable, amb una relació similar a la següent: 
 
𝑢 = {
     𝐾   𝑠𝑖    𝜎(𝑥) > 0
 −𝐾   𝑠𝑖    𝜎(𝑥) < 0
 
 
Si s’implementa de forma adequada, 𝜎(𝑥) tendirà cap a zero. I en conseqüència, el sistema 
tendirà cap a la superfície de lliscament. 
 
𝜎(𝑥) = 𝑥2 + 𝑐 · 𝑥1 ≈ 0 
 
En un control SMC adequat es podrà observar que el sistema presenta dos estats 
 Un estat transitori en què el sistema encara no està en estat de lliscament (𝜎(𝑥) ≠ 0) 
 Un estat estacionari en què el sistema està en estat de lliscament (𝜎(𝑥) ≈ 0) i tendeix 
cap a les especificacions desitjades. Cal destacar que mai s’aconseguirà la igualtat exacta 
𝜎(𝑥) = 0 , el caràcter discontinu d’aquesta variable provoca que acabi oscil·lant al 
voltant de zero. 
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Observador lineal basat en SMC 
 
En aquest apartat s’explicarà com dissenyar l’acció de control d’un observador lineal a partir 
de la teoria de  Sliding Mode Control  introduïda anteriorment. 
Es considera l’estructura d’observador presentada al final de l’apartat 7 
 
𝑥 ̇ =  𝐴 · 𝑥(𝑡) + 𝐵 · 𝑢(𝑡) + 𝑣 
?̂? =  𝐶 · 𝑥(𝑡) 
 
L’evolució ideal de 𝑥(𝑡) serà aquella que aconsegueixi de forma estable la següent igualtat  
𝑥 =  𝑥 
L’objectiu serà dissenyar una acció de control 𝑣 que asseguri aquesta evolució. Per a aconseguir-
ho s’introdueix les següents variables 
 
𝑒1 = 𝑥 − 𝑥 
𝑒𝑦 = 𝑦 − ?̂? 
 
On 𝑒1, 𝑒𝑦  són els errors en les estimacions. A partir d’aquestes variables i l’estructura en llaç 
tancat de l’observador, es pot deduir el següent sistema 
?̇?(𝑡) = 𝐴 · 𝑒(𝑡) + 𝑣 
 
Que es pot separar de la següent forma: 
 
𝑒1̇ = 𝐴11 ·  𝑒1 + 𝐴12 · 𝑒𝑦 −  𝐿 · 𝑣 
𝑒?̇? =  𝐵 ·  𝑒1 +  𝐶 · 𝑒𝑦 +  𝑣 
 
Si s’implementa   𝑒𝑦 = 0 com a superfície de lliscament i 𝜎 = 𝑒𝑦 com a variable de lliscament; 
durant l’estat de lliscament (𝜎 = 0 = 𝑒𝑦 = 𝑒?̇?)  s’arribarà a la següent dinàmica 
 
𝑒1̇ = 𝐴11 ·  𝑒1 + 𝐴12 · 0 −  𝐿 · 𝑣 
0 =  𝐵 ·  𝑒1 +  𝐶 · 0 +  𝑣 
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La segona expressió és equivalent a la següent: 
 
 𝑣 =  −𝐵 ·  𝑒1 
 
Si es substitueix sobre la primera, es pot deduir aquesta expressió: 
 
𝑒1̇(𝑡) = (𝐴11 + 𝐿 · 𝐵)  ·  𝑒1(𝑡) 
 
Si  𝐴11 + 𝐿 · 𝐵  és estable, s’aconseguirà que l’error de les variables del sistema tendeixi cap a 
zero. Es a dir, s’acaba d’aconseguir la igualtat  
𝑥 =  𝑥 definida al principi de l’apartat. Per tant, 𝑒𝑦 = 0 s’ha definit com una superfície de 
lliscament adequada. 
El següent pas és dissenyar una acció de control que porti el sistema a l’estat de lliscament en 
un temps finit. Una opció senzilla i eficaç (Shtessel, Cristopher, Fridman, & Levant, 2014) és 
implementar una acció  del següent tipus 
 
𝑣 = 𝐾 ·  𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜎) 
 
On K és un valor escalar. Escollir un valor K adequat és necessari per al correcte funcionament 
de l’observador. Usualment, es defineix un rang de valors de K acceptables. 
Per una banda, un valor de K excessivament baix, provocarà que l’acció de control no pugui 
portar el sistema a l’estat de lliscament. Per això, és necessari establir un valor mínim de K que 
asseguri el lliscament 
Per altra banda, un valor excessiu de K afecta negativament al càlcul de les equacions del 
sistema. Durant l’estat de lliscament, la variable de lliscament 𝜎 oscil·larà de forma contínua 
entre valors positius i negatius. Aquesta oscil·lació provocarà que l’acció de control 𝑣 canviï de 
forma discontínua entre valors positius i negatius. 
Control adaptatiu d'una pila PEM de càtode obert  Pág. 32 
 
 
 
Imatge 13: Oscil·lació de la senyal de control durant el lliscament. @font: (Shtessel, Cristopher, Fridman, & 
Levant, 2014) 
 
 
Aquest fenomen s'anomena chattering i afecta de forma negativa al càlcul  de 
les equacions diferencials del sistema, per tant, és necessari reduir al màxim la seva presència. 
Augmentar el valor de K provoca un creixement del chattering de l'acció de control, per això, 
usualment es considera un valor màxim de K en el qual, la discontinuïtat del control és 
inacceptable. 
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9. Implementació de l’observador basat en SMC en la pila de 
combustible 
 
Si es parteix del sistema no lineal de la pila de combustible definit anteriorment: 
 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇ =  𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 , 𝑠) + 𝑢(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
𝑠  ̇ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) · 𝑠 − 𝑓𝑑(𝑠) 
𝑦 = 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘   
 
Recordar que l’objectiu és disposar d’un observador en llaç tancat que permeti estimar la 
variable d’estat s.  
Es proposa com a observador el següent sistema dinàmic: 
 
?̂?  ̇ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(?̂?) · ?̂? − 𝑓𝑑(?̂?) 
?̂? ̇ =  𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 + 𝑢(?̂?, 𝑣𝑎𝑖𝑟) + 𝑣( 𝜎) 
?̂? =  ?̂? 
 
On les variables ?̂? , ?̂? , ?̂?  ̇ , ?̂? 
̇  són estimacions dels valors de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 , 𝑠 , 𝑠  ̇ , 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇  respectivament. 
El valor y representa la sortida mesurable. La variable 𝑣( 𝜎) és una funció  correctora que depèn  
de la variable de lliscament que es presentarà a continuació. 
En primer lloc, és necessari definir una superfície de lliscament adequada. Es proposa emprar la 
superfície introduïda a l’apartat 8 
𝑆 = {(𝑒1 , 𝑒𝑦) ⋮  𝜎 = 𝑒𝑦 = 0} 
En segon lloc, es proposa l’acció correctora introduïda en el mateix apartat: 
𝑣(𝜎) = 𝐾 ·  
𝑒𝑦
‖𝑒𝑦 + 𝜀‖
≈ 𝐾 ·  𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜎) 
Sent K un valor escalar suficientment gran perquè el sistema arribi a l’estat de lliscament . Però, 
que no produeixi un chattering excessiu. 
En aquest projecte, s’ha decidit buscar de forma experimental el valor de K que s’adequa a 
l’observador. Per això, s’han realitzat diverses simulacions amb l’objectiu de trobar l’acció de 
control adequada. 
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10. Proves de l’observador en llaç tancat basat en SMC 
 
La prova a realitzar és molt similar a la de l’apartat Proves de l’observador en llaç obert. El model 
a simular està format pel model amb Simulink presentat en l’apartat 5 i un subsistema en 
paral·lel que representa l’observador. En aquestes simulacions, s’interpretarà els valors del 
model com els valors reals del sistema, i s’estudiarà si l’observador és capaç d’aproximar la 
variable s. 
 
 
Imatge 13: Model de Simulink del sistema a simular 
 
El subsistema en paral·lel és una còpia quasi idèntica del model del sistema real. Únicament, 
presenta dues diferències. En primer lloc, incorpora una entrada en la qual s’introdueix l’acció 
de control 𝑣(𝜎) presentada  anteriorment. En segon, s’introdueix un valor de Tamb  diferent del 
sistema real. Així, es pot simular una certa incertesaen el valor de la temperatura ambient. 
La simulació segueix un procés similar al de les proves amb llaç obert. Per una banda, se simula 
el sistema compost pel model de la pila, control PI i elements complementaris. L’evolució dels 
estats dinàmics 𝑠, 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 i de 𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 es representa en una sèrie de visualitzadors. Per altra es 
simula el subsistema en paral·lel (l’observador), compost per les equacions presentades a 
l’apartat 9. L’evolució de ?̂?, ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 i de ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 es plasma sobre els mateixos visualitzadors. 
S’ha realitzat unes primeres proves per a comprovar la viabilitat de l’observador. En aquestes, 
s’ha introduït un error en les estimacions inicials de ?̂?, ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 i s’ha estudiat si l’observador amb 
una K = 5 era capaç d’aconseguir  |?̂? − 𝑠| ≤ 𝜀 en un temps finit. Els resultats es poden observar 
en les següents imatges. 
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Imatge 14: Evolució de Tsatck del sistema real (color taronja) contra evolució de Tsatck de l’observador (color blau) 
 
Com es pot comprovar, l’observador arriba ràpidament a l’estat de lliscament (𝑒𝑦 = 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 −
?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 = 0) . En conseqüència, es compleix la següent tendència 
 
 ?̂? → 𝑠 
Tal com s’observa els següents resultats: 
 
 
Imatge 15: Evolució de s del sistema real (color taronja) contra evolució de s de l’observador (color blau)  
Control adaptatiu d'una pila PEM de càtode obert  Pág. 36 
 
 
Sensibilitat  de l’observador en llaç tancat basat en SMC 
 
En l’anterior apartat es pot comprovar que l’observador estima correctament la variable s. 
Tanmateix, aquest observador parteix d’un model d’un sistema real, fet que és impossible de 
dissenyar de forma exacta. Sempre existirà una certa incertesa entre el model matemàtic de 
l’observador i la realitat. Per això, novament, és d’interès estudiar com es comporta aquesta 
estructura davant la incertesa.  
S’ha seguit una metodologia similar a la de l’apartat sensibilitat de l’observador en llaç obert. En 
primer lloc, s’ha realitzat les mateixes proves d’estabilitat del % d’error entre 𝑠 𝑖 ?̂?. D’aquestes 
proves s’ha conclòs que, en les condicions de treball, disminucions d’un 2% del valor dels 
paràmetres no desestabilitzen el sistema. En segon lloc, s’ha continuat amb les proves de 
sensibilitat. Els resultats s’han resumit a la taula següent: 
 
Paràmetre 
% Disminució del 
paràmetre %error 
K_1 2% -0,03276502 
K_2 2% -0,03216069 
K_3 2% -0,89541489 
K_4 2% 0,40203132 
K_5 2% 0,40203132 
K_6 2% -0,03236544 
K_7 2% -0,03199176 
K_B 2% 11,6020357 
K_11 2% -0,03218989 
io_ref 2% -0,03248848 
a_c 2% -0,03248848 
E_act 2% -0,03253652 
R 2% -0,03217312 
Eps_eff 2% 0,19137318 
Taula 2: Resultats de l’anàlisi de sensibilitat en llaç tancat  
 
La primera columna representa el paràmetre que s’ha modificat, la segona és la quantitat (en 
percentatge) que s’ha disminuït del valor del paràmetre de l’observador i l’última representa el 
%error entre 𝑠 i ?̂? al final de la simulació. 
Dels resultats de les proves se’n poden treure diverses conclusions 
 L’observador estima de forma correcta la variable s. 
 
 L’observador és capaç de reduir l’efecte de la incertesa en els paràmetres de l’equació 
de ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Tots els % d’errors estan per davall del 0,5%, valor que es considera 
acceptable. 
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 Aquesta estructura de llaç tancat no és capaç de reduir l’efecte de la  incertesa en els 
paràmetres de l’equació de ?̇?, per exemple, el % d’error al modificar el paràmetre K_B 
és igual al del llaç obert.  
 
 L’observador tarda de forma excessiva en estimar de forma correcta el valor de s. 
Destacar que el temps que tarda a estimar de forma correcta és molt similar al del llaç 
obert. 
 
Els dos últims punts són realment importants, ja que han permès identificar un conflicte greu 
d’aquesta estructura d’observador. 
 
Conflicte de l’observador en llaç tancat basat en SMC 
 
Aquest observador mantenia els conflictes de sensibilitat i de velocitat d’estimació de 
l’estructura de llaç obert. Aquest fet va denotar l’existència d’algun mal funcionament de 
l’observador. En teoria, modificar l’acció correctora hauria d’afectar a les especificacions de la 
dinàmica de ?̂?. Però, després de realitzar diverses proves, es va detectar que la influència de 
l’acció  correctora sobre l’evolució de ?̂? era gairebé nul·la. Fet que va permetre descobrir un 
conflicte greu d’aquesta estructura d’observador: L’acció correctora no és transversal respecte 
la variable s. 
 
No transversalitat de l’observador 
 
Anteriorment, s’ha presentat l’estructura general d’un observador en llaç tancat: 
𝑥 ̇ =  𝐴 · 𝑥(𝑡) + 𝐵 · 𝑢(𝑡) + 𝑣 
?̂? =  𝐶 · 𝑥(𝑡) 
I s’ha explicat que 𝑣 és una acció correctora que assegura la precisió de les estimacions de les 
variables (𝑥 = 𝑥). Tanmateix, hi ha una condició que no s’ha explicat: l’acció correctora ha 
d’actuar en l’equació de la variable que es vol estimar. És a dir, en la pila de combustible, l’acció 
correctora hauria d’actuar en l’equació de ?̇?. 
En l’observador en llaç tancat, l’acció correctora actua únicament en l’equació de  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘̇ . Això 
significa que cap acció corregeix l’equació de ?̇?. Per tant, únicament, es té control sobre 
l’estimació de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. 
Quan l’observador entra en estat de lliscament (𝑒𝑦 = ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 − 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 = 0), el sistema dinàmic 
simplement està alimentant l’equació de ?̂̇? amb els valors de les variables mesurables de la pila 
(𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 i I). Això significa que aquest observador en llaç tancat, durant  l’estat de 
lliscament, és idèntic a l’observador en llaç obert. 
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En les següents imatges, es pot comprovar l’equivalència entre els dos observadors. La mínima 
diferència entre uns resultats i els altres és  causa de l’estat transitori de l’observador en llaç 
tancat. 
 
Imatge 16: Evolució de s del sistema real (color taronja) contra evolució de s de l’observador en llaç tancat (color 
blau)  
 
 
 
Imatge 17: Evolució de s del sistema real (color blau) contra evolució de s de l’observador en llaç obert (color 
taronja) 
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La no transversalitat implica dos grans problemes per aquest projecte: 
 L’acció de control basada en SMC es fa pràcticament innecessària, ja que l’observador 
es pot substituir per una estructura de llaç obert. 
 
 Independentment de l’acció de control, l’evolució de s sempre serà similar. 
En conclusió, aquest disseny d’observador no aporta cap valor en relació a emprar directament 
l’estructura en llaç obert. Però, segueix sent necessari trobar una solució amb alguna acció 
correctora que permeti tenir cert control sobre la variable s, per això, és d’interès estudiar una 
estructura d’observador alternativa. 
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11. Estructura d’observador alternativa 
 
S’ha demostrat que els observadors dissenyats en els apartats anteriors presenten conflictes 
que els invaliden com a solució del projecte. Per això, és necessari buscar una estructura 
d’observador alternativa que solucioni aquests problemes. 
Es desitja una estructura en llaç tancat amb la següent forma: 
?̇? = 𝑓(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠) + 𝒗 
𝑦 = 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘   
El principal problema a l’hora de dissenyar un observador en aquest sistema és que l’equació 
𝑓(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠) presenta no linealitats. En conseqüència, el disseny d’una acció de control 𝒗 
adequada es complica molt. Una solució a aquest conflicte podria ser trobar un sistema 
d’expressions equivalents però amb no linealitats més fàcils de tractar. Per això una estratègia 
vàlida podria ser trobar la forma canònica controlable (Davila, Fridman, Pisano, & Usai, 2009) 
del sistema i a partir  d’aquesta dissenyar una acció. 
 
Forma canònica controlable 
 
Es considera el següent sistema 
?̇? = 𝑓(𝑥) 
𝑦 = ℎ(𝑥) 
Es desitja dissenyar un observador per a estimar els estats dinàmics, però 𝑓(𝑥) presenta no 
linealitats. 
Es presenta el següent canvi de variable: 
𝒛 =  𝜙(𝑥) =
[
 
 
 
 
 
𝜕ℎ(𝑥)
𝜕𝑥
𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)
⋮
𝐿𝑓(𝑥)
𝑛−1ℎ(𝑥)]
 
 
 
 
 
 
On 𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) es coneix com les derivades Lie de h(x) al llarg de f (Isidori, 1996). Bàsicament es 
calculen de la següent forma 
𝐿𝑓(𝑧)ℎ(𝑧) = 
𝜕ℎ(𝑧)
𝜕𝑧
· 𝑓(𝑧) 
𝐿𝑓(𝑧)
𝑛 ℎ(𝑧) =
𝜕𝐿𝑓(𝑧)
𝑛−1ℎ(𝑧)
𝜕𝑧
· 𝑓(𝑧) 
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Llavors, si existeix difeomorfisme entre les variables z i x es comprovarà el següent: 
 
Es parteix de la següent relació 
?̇? =
[
 
 
 
 
𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)
𝐿𝑓(𝑥)
2 ℎ(𝑥)
⋮
𝐿𝑓(𝑥)
𝑛 ℎ(𝑥)]
 
 
 
 
· ?̇? 
 
Aquesta expressió es pot reescriure de la següent manera: 
 
?̇? =
[
 
 
 
 
𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)
𝐿𝑓(𝑥)
2 ℎ(𝑥)
⋮
𝐿𝑓(𝑥)
𝑛 ℎ(𝑥)]
 
 
 
 
· 𝑓(𝑥) = 𝑀(𝑥) · 𝑓(𝑥) 
 
Com que existeix un canvi entre z i x, es pot deduir: 
 
 
?̇? = 𝑀(𝜙−1(𝑧)) · 𝑓(𝜙−1(𝑧)) 
 
Aquesta expressió presentarà una forma similar a la següent: 
 
?̇? =
[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮
0 0 0
𝑐1 𝑐2 𝑐3
⋮
…
…
⋮
1
𝑐𝑞]
 
 
 
 
· 𝒛 + [
0
0
⋮
𝜑(𝑧)
] 
 
Aquesta estructura es coneix com a  forma canònica controlable, i presenta la gran avantatja 
que totes les no linealitats apareixen a l’última fila de la matriu (𝜑(𝑧) representa la funció no 
lineal). Aquest fet facilita molt la feina de dissenyar un observador, ja que només es necessita 
un estructura que sigui capaç de tractar les no linealitats de l’última equació del sistema. 
Una estructura d’observador vàlida  podria ser la següent (Davila, Fridman, Pisano, & Usai, 
2009): 
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?̂̇? =
[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮
0 0 0
𝑐1 𝑐2 𝑐3
⋮
…
…
⋮
1
𝑐𝑞]
 
 
 
 
· ?̂?  +  [
0
0
⋮
𝜑(?̂?)
] + [
0
0
⋮
1
] · 𝑣 
 
On v seria una acció adequada. Dissenyar una acció correctora no lineal sobre aquesta estructura 
pot ser realment complex, ja que requereix un coneixement exhaustiu de les no linealitats del 
nou sistema. Una  opció senzilla seria implementar una acció lineal més el factor −𝜑(?̂?)  no 
lineal. És a dir,  
𝑣 = 𝑣𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 − 𝜑(?̂?) 
 
De manera que l’observador a implementar presentaria la següent estructura lineal: 
 
?̂̇? =
[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮
0 0 0
𝑐1 𝑐2 𝑐3
⋮
…
…
⋮
1
𝑐𝑞]
 
 
 
 
· ?̂?  + [
0
0
⋮
1
] · 𝑣𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 
 
 
Implementació en un exemple 
 
Per tal de facilitar la comprensió del disseny d’aquesta estructura d’observador, s’ha afegit 
aquest apartat en el qual l’estructura s’implementarà en un seguit d’expressions molt més 
senzilles que les de la pila de combustible. 
 
 
El sistema a observar està modelat per una expressió amb la següent forma 
: 
?̇? = 𝑓(𝒙 , 𝒗 ) 
 
Concretament, es representa amb les següents expressions: 
𝑥1 ̇ =  −𝑥2 − 𝑥3 + 𝑣1 
𝑥2 ̇ =  𝑥1 + 𝑎 · 𝑥2 + 𝑣2 
𝑥3 ̇ =  𝑏 + 𝑥3 · (𝑥1 − 𝑐) + 𝑣3 
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La sortida mesurable és  𝑦 = ℎ(𝑥) =  𝑥2 
Com s’ha explicat anteriorment, l’objectiu principal és deduir la forma canònica del sistema i a 
partir d’aquesta, dissenyar un observador adequat. 
Es partirà de la nova variable z: 
 
𝒛 = [
𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)
𝐿𝑓(𝑥)
2 ℎ(𝑥)
𝐿𝑓(𝑥)
3 ℎ(𝑥)
] =   [
𝑦
?̇?
?̈?
] 
 
La variable z es relaciona amb la variable x de la següent forma: 
 
𝒛 = 𝜙(𝑥, 𝑣) =  [
𝑥2
𝑥1 + 𝑎 · 𝑥2 + 𝑣2
−𝑥2 − 𝑥3 + 𝑣1 + 𝑎 · 𝑥1 + 𝑎
2 · 𝑥2 + 𝑎 · 𝑣2
] = 𝑀 · 𝒙 + 𝑁 · 𝒗
=  [
0 1 0
1 𝑎 0
𝑎 𝑎2 − 1 −1
] · 𝒙 + [
0 0 0
0 1 0
1 𝑎 0
] · 𝒗 
 
Amb el canvi invers següent: 
𝒙 = 𝜙−1(𝑧, 𝑣) = 𝑀−1 · 𝒛 + 𝐵 = [
−𝑎 1 0
1 0 0
−1 𝑎 −1
] · 𝒛 − [
𝑣2
0
−𝑣1
] 
 
De les anteriors expressions, es pot deduir el següent 
 
?̇? = 𝑀 · ?̇? + 𝑁 · ?̇? =  [
0 1 0
1 𝑎 0
𝑎 𝑎2 − 1 −1
] · ?̇? + [
0 0 0
0 1 0
1 𝑎 0
] · ?̇? 
 
Amb aquestes dos relacions 
𝒛 = 𝑀 · 𝒙 + 𝑁 · 𝒗 
?̇? = 𝑀 · ?̇? + 𝑁 · ?̇? 
 
S’acaba de demostrar que existeix difeomorfisme entre les variables x i z. Destacar que M i N 
són de rang complet. 
A partir de l’expressió de ?̇?, es pot deduir el següent: 
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?̇? = 𝑀 · ?̇? + 𝑁 · ?̇?  
?̇? = 𝑀 · 𝑓(𝑥 , 𝑣 ) + 𝑁 · ?̇?  
?̇? = 𝑀 · 𝑓(𝜙−1(𝑧, 𝑣), 𝑣) + 𝑁 · ?̇? 
?̇? = 𝑀2 · 𝒛 + 𝑁 · ?̇? + [
0
0
𝜑(𝑧)
] 
[
?̇?
?̈?
𝑦
] = 𝑀2 · 𝒛 + 𝑁 · ?̇? + [
0
0
𝜑(𝑧)
] 
 
Concretament, la expressió és: 
 
[
𝑧1
𝑧2
𝑧3
] = [
?̇?
?̈?
𝑦
] = [
0 1 0
0 0 1
−𝑎 (𝑎 · 𝑐 − 1) (𝑎 − 𝑐)
] · 𝒛 + [
0 0 0
0 1 0
(1 + 𝑐) 𝑎 −1
] ?̇? + [
0
0
𝜑(𝑧)
]  
 
Es pot comprovar el que s’ha explicat anteriorment: totes les no linealitats estan acumulades a 
l’expressió de 𝑦. En l’annex s’ha inclós el factor de 𝜑(𝑧). 
 Una estructura d’observador adequada  podria ser: 
 
[
?̂̇?
?̂̈?
?̂?
] = 𝑀2 · ?̂? + 𝑁 · ?̇? + [
0
0
𝜑(?̂?)
] + [
0
0
1
] · 𝑢(𝒆𝒚) 
 
On 𝑢(𝑒𝑦) és l’acció correctora presentada en l’apartat anterior: 
 
𝑢(𝑒𝑦) = 𝐾1 · (𝑦 − ?̂?)  + 𝐾2 · (?̇? − ?̂̇?) +  𝐾3 · (?̈? − ?̂̈?) − 𝜑(?̂?) 
𝑢(𝑒𝑦) = 𝑲
𝑇 · 𝒆𝒚 − 𝜑(?̂?) 
 
On K és el vector de constants K1, K2, K3 i 𝑒𝑦 és el vector d’errors entre la variable z estimada 
per l’observador i la variable z mesurada en el sistema real.  
Amb l’estructura d’observador presentada, ja es podria estimar correctament els estats 
dinàmics del sistema. Tanmateix, per a facilitar la implementació, s’ha decidit canviar de la 
variable 𝒛 a la variable 𝒙. 
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?̂̇? = 𝑀2 · ?̂? + 𝑁 · ?̇? + [
0
0
𝜑(?̂?)
] + [
0
0
1
] · (𝑲𝑇 · 𝒆𝒚 − 𝜑(?̂?)) 
 
𝑀 · ?̂̇? + 𝑁 · ?̇? = 𝑀2 · (𝑀 · ?̂? + 𝑁 · 𝒗) + 𝑁 · ?̇? + [
0
0
1
] · (𝑲𝑇 · 𝒆𝒚) 
 
?̂̇? = 𝑀−1 · 𝑀2 · 𝑀 · ?̂? + 𝑀−1 · 𝑀2 · 𝑁 · 𝒗 + 𝑀−1 · [
0
0
1
] · (𝑲𝑇 · 𝒆𝒚) 
 
?̂̇? = [
−𝑎 1 0
1 0 0
−1 𝑎 −1
] · [
0 1 0
0 0 1
−𝑎 (𝑎 · 𝑐 − 1) (𝑎 − 𝑐)
] · [
0 1 0
1 𝑎 0
𝑎 𝑎2 − 1 −1
] · ?̂? + [
−𝑎 1 0
1 0 0
−1 𝑎 −1
]
· [
0 1 0
0 0 1
−𝑎 (𝑎 · 𝑐 − 1) (𝑎 − 𝑐)
] · [
0 0 0
0 1 0
1 𝑎 0
] · 𝒗 + [
−𝑎 1 0
1 0 0
−1 𝑎 −1
] · [
0
0
1
] · (𝑲𝑇
· 𝒆𝒚) 
 
?̂̇? = [
0 −1 −1
1 𝑎 0
0 𝑎 − 𝑐 −𝑐
] · ?̂? + [
1 0 0
0 1 0
𝑐 0 0
] · 𝒗 + [
−𝑎 1 0
1 0 0
−1 𝑎 −1
] · [
0
0
1
] · (𝑲𝑇 · 𝒆𝒚) 
 
 
L’observador a implementar serà el següent: 
 
?̇̂?1 = −𝑥2 − 𝑥3 + 𝑣1 
?̇̂?2 = 𝑥1 + 𝑎 · 𝑥2 + 𝑣2 
?̇̂?3 = (𝑎 − 𝑐) · 𝑥2 − 𝑐 · 𝑥3 + 𝑐 · 𝑣1 +  𝐾1 · (𝑦 − ?̂?)  + 𝐾2 · (?̇? − ?̂̇?) +  𝐾3 · (?̈? − ?̂̈?) 
?̂? = 𝑥2 
 
Cal destacar que l’única variable que es mesura és 𝑥2 , però, és necessari disposar de les seves 
derivades per a poder implementar correctament l’observador. Al final d’aquest capítol, es 
presentarà una forma d’estimar aquestes derivades. 
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Benefici d’aquesta estructura en la pila de combustible 
 
Al començament del capítol, s’ha presentat una nova variable z, tanmateix, no s’ha explicat 
que compleix la següent relació: 
 
𝒛 =
[
 
 
 
 
 
𝜕ℎ(𝑥)
𝜕𝑥
𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)
𝐿𝑓(𝑥)
2 ℎ(𝑥)
⋮ ]
 
 
 
 
 
= [
𝑦
?̇?
𝑦
⋮
] 
 
Això implica que l’estructura d’observador a implementar és la següent: 
 
[
?̂̇?
?̂̈?
⋮
] =
[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮
0 0 0
𝑐1 𝑐2 𝑐3
⋮
…
…
⋮
1
𝑐𝑞]
 
 
 
 
· ?̂? +  [
0
0
⋮
𝜑(?̂?)
] + [
0
⋮
1
] · 𝑢 
 
Fet que té una sèrie de conseqüències significatives en el model de la pila de combustible.  
La pila de combustible s’ha modelat a partir de les següents expressions: 
 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇ =  𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠) + 𝑢 
𝑠  ̇ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) · 𝑠 − 𝑓𝑑(𝑠) 
𝑦 = ℎ(𝑥) =  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 
 
 
Que es poden resumir de la següent forma: 
 
?̇? = [
𝑓1(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠)
𝑓2(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠)
] 
𝑦 =  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 
 
És interessant fixar-se en la funció 𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠), això significa que: 
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𝑓1(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 , 𝑠) 
 
I per tant, 
 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̈ =  
𝜕𝑓1(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
· 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇ +
𝜕𝑓1(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠)
𝜕𝑠
· ?̇? 
 
Es a dir, que 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̈ depèn de ?̇?. Aquest fet és crucial, ja que, si es considera l’estructura de 
l’observador presentada en aquest apartat 
 
[
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘̇̂
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘̈̂
] =  [
0 1
𝑐1 𝑐2
] · ?̂̇?  + [
0
𝜑(?̂?)]
+ [
0
1
] · 𝑣 
 
L’acció correctora està actuant a l’equació de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘̈̂ , anteriorment s’ha demostrat que 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘̈̂  
depèn de ?̇?, per tant, s’acaba d’aconseguir que l’acció correctora actuï en l’equació de la variable 
a estimar, és a dir, s’acaba de solucionar el problema de la no transversalitat. 
 
 
Implementació en la pila de combustible 
 
Per a implementar aquesta estructura d’observador en el sistema de la pila de combustible, es 
replicarà la deducció presentada en l’apartat anterior. Tanmateix, a causa de les no linealitats 
del sistema, hi haurà algunes expressions que es diferenciaran a les de l’exemple.  
El sistema de la pila de combustible està modelat per una expressió amb la següent forma: 
?̇? = 𝑓(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
On x representa les variables d’estat 
𝑥 =  [
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
𝑠
] 
Concretament, es representa amb les següents expressions: 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘  ̇ =  𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 , 𝑠) + 𝑢(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
𝑠  ̇ =  𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · 𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) · 𝑠 − 𝑓𝑑(𝑠) 
𝑦 = ℎ( 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠) =  𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 
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Tal com s’ha explicat anteriorment, l’objectiu és trobar la forma canònica del sistema i a partir 
d’aquesta dissenyar un observador adequat. 
Es parteix novament de la variable z: 
 
𝒛 = [
𝐿𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)
𝐿𝑓(𝑥)
2 ℎ(𝑥)
] =  [
𝑦
?̇?] = [
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
] 
 
La variable z es relaciona amb la variable x de la següent forma: 
 
𝒛 = 𝜙(𝑥) =  𝑀1 · 𝒙 + 𝐵(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟) =  [
1 0
𝑐1 𝑐2
] · 𝒙 + [
0
𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
] = [
1 0
0 0
] · 𝒙 + [
0
𝜃(𝒙, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
] 
 
On l’ultima fila és una expressió que presenta no linealitats (𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)). Aquesta expressió s’ha 
inclós en l’annex. 
A partir de l’expressió anterior es pot deduir el següent canvi invers: 
 
𝒙 = 𝜙−1(𝑧) 
 
Que significa realitzar la següent substitució: 
 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 = 𝑦 
𝑠 = 𝑓2(𝑦, 𝑦)̇ 
 
𝑓2(𝑦, 𝑦)̇ és una expressió no lineal que depèn de 𝑦  𝑖 ?̇?. Aquesta expressió s’ha inclòs en 
l’annex. 
De les expressions anteriors es pot deduir el següent: 
 
?̇? = [
1 0
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
] · ?̇? + [
0
−𝐾2 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ?̇?𝑎𝑖𝑟
] =  𝑀2 · ?̇? + 𝐷(𝑥, ?̇?𝑎𝑖𝑟) 
 
Notar que, al contrari que en l’exemple, a causa de les no linealitats, ara existeix una diferència 
en les relacions entre z i x i entre ?̇? i ?̇?.  
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Amb aquestes dos relacions 
𝒛 = 𝑀1 · 𝒙 + 𝐵(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
?̇? = 𝑀2 · ?̇? + 𝐷(𝑥, ?̇?𝑎𝑖𝑟) 
S’acaba de demostrar que existeix difeomorfisme entre les variables x i z.  
A partir de l’expressió de ?̇?, es pot deduïr el següent: 
 
?̇? = [
1 0
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
] · ?̇? + [
0
−𝐾2 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ?̇?𝑎𝑖𝑟
]  
?̇? = [
1 0
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
] · 𝑓(𝒙, 𝑣𝑎𝑖𝑟) + [
0
−𝐾2 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ?̇?𝑎𝑖𝑟
] 
 
Recordar que 𝑓(𝒙, 𝑣𝑎𝑖𝑟) són les expressions del model presentades al començament de 
l’apartat. 
Les expressions de 
𝜕𝜃(𝑥,𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
 i 
𝜕𝜃(𝑥,𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
 s’han afegit a l’annex. 
A continuació, es realitza el canvi de variable de x a z, per així obtenir la forma canònica 
controlable del sistema. 
 
?̇? = [
1 0
𝜕𝜃(𝜙−1(𝑧), 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
𝜕𝜃(𝜙−1(𝑧), 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
] · 𝒇(𝜙−1(𝑧), 𝑣𝑎𝑖𝑟) + [
0
−𝐾2 · 𝑧1 · ?̇?𝑎𝑖𝑟
] 
 
Les expressions de 
𝜕𝜃(𝜙−1(𝑧),𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
 i 
𝜕𝜃(𝜙−1(𝑧),𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
  estan incloses a l’annex. 
Del sistema resultant es pot destacar les següents característiques: 
 Si el terme 𝑓(𝒙, 𝑣𝑎𝑖𝑟) es divideix de la següent forma 𝑓(𝒙, 𝑣𝑎𝑖𝑟) = [
𝑓1(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝑓2(𝑥)
], l’expressió 
resultant de 𝑓1(𝜙
−1(𝑧), 𝑣𝑎𝑖𝑟)  és  𝑓1(𝜙
−1(𝑧), 𝑣𝑎𝑖𝑟) = ?̈? = ?̈?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Fet que demostra 
que el canvi invers s’ha realitzat correctament. 
 
 La segona fila és una expressió completament no lineal. 
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Coneixent aquestes dues característiques, el sistema es pot reescriure de la següent forma: 
 
?̇? = [
0 1
0 0
] · 𝒛 + [
0
𝜑(𝑧, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
] 
 
On 𝜑(𝑧, 𝑣𝑎𝑖𝑟)representa l’expressió no lineal de la segona fila.  
S’acaba d’aconseguir la forma canònica controlable del model de la pila de combustible. Tal 
com s’ha explicat anteriorment,  a partir d’aquesta es pot dissenyar el següent observador: 
?̂̇? = [
0 1
0 0
] · ?̂? + [
0
𝜑(?̂?, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
] + [
0
1
] · 𝑢(𝑒𝑦) 
 
On 𝑢(𝑒𝑦)és una acció correctora lineal similar a la de l’exemple: 
𝑢(𝑒𝑦) = 𝐾1 · (𝑦 − ?̂?)  + 𝐾2 · (?̇? − ?̂̇?) − 𝜑(?̂?, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
𝑢(𝑒𝑦) = 𝑘
𝑇 · 𝒆𝒚 − 𝜑(?̂?, 𝑣𝑎𝑖𝑟) 
On k és el vector de constants K1 i K2 i 𝑒𝑦 és el vector d’errors entre la variable z estimada per 
l’observador i la variable z mesurada en el sistema real. 
Per a facilitar la implementació, s’ha decidit canviar de la variable 𝑧 a la variable 𝑥. 
?̂̇? = [
0 1
0 0
] · ?̂? + [
0
𝜑(?̂?, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
] + [
0
1
] · (𝑘𝑇 · 𝒆𝒚 − 𝜑(?̂?, 𝑣𝑎𝑖𝑟)) 
?̂̇? = [
0 1
0 0
] · ?̂? + [
0
1
] · (𝑘𝑇 · 𝒆𝒚) 
𝑀2 · ?̂̇? + [
0
−𝐾2 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ?̇?𝑎𝑖𝑟
] = [
0 1
0 0
] · ?̂? + [
0
1
] · (𝑘𝑇 · 𝒆𝒚) 
[
1 0
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
 
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑠
] · ?̂̇? +  [
0
−𝐾2 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ?̇?𝑎𝑖𝑟
] = [
0 1
0 0
] · [
?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
?̂̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
] + [
0
1
] · (𝑘𝑇 · 𝒆𝒚) 
 
L’observador  a implementar serà el següent: 
 
?̂̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 = 𝐾1 · 𝐼 − 𝐾1
′ · 𝐼 ·  𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 , ?̂?) + 𝑢(?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) 
?̂̇? =
1
𝜕𝜃(𝑥)
𝜕𝑠
· ((−
𝜕𝜃(𝑥, 𝑣𝑎𝑖𝑟)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
) · ?̂̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 + 𝐾2 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ?̇?𝑎𝑖𝑟 + (𝐾1 · (𝑦 − ?̂?) + 𝑘2 · (?̇? − ?̂̇?))) 
?̂? =  ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 
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12. Proves de l’observador en llaç tancat alternatiu 
 
Novament, el model a simular està format per el model amb Simulink presentat en l’apartat 5 i 
un subsistema en paral·lel que representa l’observador. En aquestes simulacions, s’interpretarà 
els valors del model com els valors reals del sistema, i s’estudiarà amb quina precisió 
l’observador és capaç d’aproximar el paràmetre s. 
 
 
 
 
Imatge 18: Model de la pila més observador alternatiu en llaç tancat 
 
El subsistema en paral·lel és l’observador presentat al final de l’apartat 11. Aquest subsistema 
se l’alimentarà amb els valors reals de 𝑣𝑎𝑖𝑟, ?̇?𝑎𝑖𝑟, 𝐼, 𝑇𝑎𝑚𝑏 𝑖 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. L’entrada 𝑣_𝑖𝑛𝑗 serà l’acció 
correctora també presentada en l’apartat 11 amb uns valors de 𝐾1 = 𝐾2 = 0,0001. 
S’ha realitzat unes proves del sistema per a comprovar el correcte funcionament de 
l’observador.  En aquestes, s’ha modificat el valor inicial de  ?̂? i ?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, llavors s’ha estudiat si 
l’observador era capaç d’aconseguir |?̂? − 𝑠| ≤ 𝜀 en un temps finit. A continuació es pot observar 
els resultats. 
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Imatge 19: Evolució de 𝑻𝒔𝒕𝒂𝒄𝒌 del sistema real (color taronja) contra evolució de 𝑻𝒔𝒕𝒂𝒄𝒌 de l’observador (color 
blau) 
 
D’aquest resultat es pot concloure que l’observador és capaç d’aconseguir |?̂?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 − 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘| ≤
𝜀  en un temps finit.  
 
Imatge 20: Evolució de s del sistema real (color taronja) contra evolució de s de l’observador (color blau) 
 
En aquest resultat es pot comprovar que inclús amb un valor inicial zero de la variable s, 
l’observador aconsegueix |?̂? − 𝑠| ≤ 𝜀. A més, s’observa que la velocitat en què s’aconsegueix la 
inequació anterior ha augmentat considerablement. En els dos observadors anteriors, amb uns 
valors inicials similars, l’estimació tardava uns 2000 segons en ser acceptable, mentre que amb 
aquesta estructura aquest temps s’ha reduït un 60%. 
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Amb aquesta nova estructura s’acaba de solucionar dos grans conflictes que presentaven els 
dos observadors anteriors: 
 El temps que tarda a estimar de forma correcta s’ha reduït dràsticament. 
 L’acció correctora influeix en la dinàmica de la variable s. Per tant, al contrari que els 
observadors anteriors, amb aquesta estructura es té cert control sobre les 
especificacions de la dinàmica de s. 
 
 
Sensibilitat de l’observador en llaç tancat alternatiu 
 
Novament, és d’interès estudiar els efectes de la incertesa en la precisió de l’estimació de s.  
Tanmateix, el sistema presenta una forma bastant diferent de la dels observadors anteriors. Per 
això, és crucial realitzar prèviament una anàlisi de l’estabilitat del %d’error. 
Després de repetir les proves d’estabilitat de l’apartat sensibilitat de l’observador en llaç obert, 
es pot comprovar que amb alteracions d’un 2% en els paràmetres, l’error segueix estabilitzant-
se . A continuació es pot veure un exemple de l’evolució del % d’error d’una prova d’estabilitat. 
 
 
Imatge 21: Evolució de l’error (𝒚 − ?̂?) amb una disminució del 2% del paràmetre io_ref de l’observador 
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Per tant segueix sent vàlid l’anàlisi de sensibilitat implementada durant aquest projecte.  Els 
resultats s’han resumit a la següent taula: 
 
Paràmetre 
% Disminució 
del paràmetre %error  
K_1 2% 31,2299654 
K_2 2% -15,6014134 
K_5 2% 12,1365214 
K_6 2% 4,46614223 
K_7 2% -26,8390088 
K_11 2% -14,3559383 
io_ref 2% -0,56889764 
a_c 2% -0,56889764 
E_act 2% -0,5100997 
R 2% 1,88782001 
A_geo 2% -0,56889764 
Taula 3: Resultats de l’anàlisi de sensibilitat en llaç tancat alternatiu 
 
La primera columna representa el paràmetre que s’ha modificat, la segona és la quantitat (en 
percentatge) que s’ha disminuït del valor real del paràmetre i l’última representa el %error entre 
𝑠 i ?̂? al final de la simulació. 
En els resultats es pot observar com la incertesa en els paràmetres de ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 afecten de forma 
significativa a la precisió de les estimacions, fet lògic, ja que, l’acció de control actua sobre ?̇?. 
Tanmateix, es pot comprovar que la incertesa en els paràmetres de 𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 no té un efecte 
significatiu sobre la precisió. A més, si s’estudia el sistema implementat, s’observa que molts 
paràmetres de l’equació de ?̇? han desaparegut, per tant, el sistema s’ha simplificat. 
Aquest últim punt és realment interessant, ja que, si hi ha paràmetres que no són necessaris per 
a la correcta estimació de la variable s, la incertesa en aquests paràmetres no influirà sobre la 
precisió de l’observador. En conseqüència, s’està simplificant la implementació de l’observador 
en el món real i s’està augmentant la robustesa d’aquest.  
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13. Resum d’observadors implementats 
 
L’objectiu principal del projecte era dissenyar un observador que permetés estimar el valor de 
la variable s. Al llarg del treball s’han presentat 3 estructures diferents: 
 Observador en llaç obert 
 Observador en llaç tancat basat en SMC 
 Observador en llaç tancat dissenyat sobre la forma canónica controlable 
En primer lloc, s’ha estudiat implementar una estructura en llaç obert. Després de simular 
l’observador, s’ha contemplat l’opció d’implementar estructures de llaç tancat per a tenir cert 
control sobre les especificacions de la resposta de l’observador. 
La primera estructura en llaç tancat implementada es basava en una acció correctora de SMC en 
l’equació de ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Tanmateix, després de diverses proves, s’ha comprovat que l’acció 
correctora no influïa sobre la dinàmica de s, per tant, s’ha investigat estructures en llaç tancat 
alternatives. 
La tercera i última estructura implementada s’ha basat a dissenyar una acció de control sobre la 
forma canònica controlable del sistema. Aquest observador no només ha solucionat el problema 
de la no influència de l’acció correctora sobre s, sinó, que a més, ha disminuït el temps que es 
tarda a estimar correctament s, juntament, amb una disminució de la quantitat de paràmetres 
que implementa l’observador. 
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14. Aproximació de la derivada ?̇? 
 
L’acció correctora implementada anteriorment requereix disposar de la derivada de la sortida, 
és a dir, es requereix ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Tanmateix, no es disposa de cap sensor que permeti mesurar 
aquesta variable, la pila de combustible només disposa de sensors capaços de mesurar 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. 
Per això, és necessari disposar d’alguna eina que permeti reconstruir en temps real la derivada 
a partir del valor de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. 
Per a poder reconstruir aquesta derivada, es podria implementar el diferenciador en mode de 
lliscament de Levant (Levant, 2003). 
 
Diferenciador en mode de lliscament de Levant 
 
S’introdueix el senyal mesurable 𝑦, que representa un senyal base 𝑦0 més una certa quantitat 
de soroll. L’objectiu és aconseguir estimar els valors de 𝑦0(𝑡), ?̇?0(𝑡), ?̈?𝑜(𝑡)…𝑦0
(𝑛)(𝑡)  de forma 
precisa i en temps real en absència de soroll en la mesura.  Una estructura de diferenciador 
d’ordre n que complís aquest objectiu podria ser el següent: 
 
?̇?0 = 𝑣0 = 𝑧1 − 𝑘0|𝑧0 − 𝑦|
𝑛
𝑛+1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧0 − 𝑦), 
?̇?1 = 𝑣1 = 𝑧2 − 𝑘1|𝑧1 − 𝑣0|
(𝑛−1)
𝑛 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧1 − 𝑣0), 
⋯ 
?̇?𝑖 = 𝑣𝑖 = 𝑧𝑖+1 − 𝑘𝑖|𝑧𝑖 − 𝑣𝑖−0|
(𝑛−𝑖)
(𝑛−𝑖+1)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧𝑖 − 𝑣𝑖−1), 
… 
?̇?𝑛 = −𝑘𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧𝑛 − 𝑣𝑛−1) 
 
SI els paràmetres s’escullen correctament, en un temps finit es compliran les següents igualtats.  
𝑧0 = 𝑦0(𝑡);       𝑧𝑖 = 𝑣𝑖−1 = 𝑦0
(𝑖)
,       𝑖 = 0,… , 𝑛 
 
A més, si el soroll en la mesura compleix la inequació |𝑦(𝑡) − 𝑦0(𝑡)| ≤ 𝜀. Llavors, s’establiran 
les següents inequacions en un temps finit per unes constants positives 𝛼𝑖 ,  𝛽𝑖 que depenen 
exclusivament dels paràmetres del diferenciador. 
|𝑧𝑖 − 𝑦0
(𝑖)(𝑡)| ≤ 𝛼𝑖 · 𝜀
𝑛−𝑖+1
𝑛+1 ,    𝑖 = 0,… , 𝑛 
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|𝑣𝑖 − 𝑓0
(𝑖+1)(𝑡)| ≤  𝛽𝑖 · 𝜀
𝑛−𝑖
𝑛+1,    𝑖 = 0,… , 𝑛 − 1 
 
 
Implementació del diferenciador en la pila de combustible 
 
L’objectiu és poder estimar el valor de ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 en temps real a partir de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Per això, es 
necessitarà un diferenciador d’ordre 2, amb la següent forma: 
 
?̇?0 = 𝑣0 = 𝑧1 − 𝑘0|𝑧0 − 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘|
2
3 · 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧0 − 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘), 
?̇?1 = 𝑣1 = 𝑧2 − 𝑘1|𝑧1 − 𝑣0|
1
2 · 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧1 − 𝑣0), 
?̇?2 = −𝑘2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧2 − 𝑣1) 
 
Escollin de forma adequada els paràmetres 𝑘0, 𝑘1 𝑖 𝑘2, en un temps finit i sense soroll en la 
mesura de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 es compliran les següents igualtats. 
 
𝑧0 = 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑡),         𝑧1 = ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑡) 
 
En presència de soroll en la mesura, existirà un error en les estimacions, però, estarà acotat per 
un cert valor màxim 
 
|𝑧1 − ?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘(𝑡)| ≤ 𝛼1 · 𝜀
2
3 
 
A continuació es pot observar una prova sobre la capacitat del diferenciador d’estimar la variable 
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 i la seva derivada. En aquesta prova s’ha implementat un diferenciador amb 𝑘0 =
0.5,  𝑘1 = 0.2 i 𝑘2 = 0.05. 
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Imatge 22: Evolució de Tsatck del sistema real (color taronja) contra evolució de Tsatck del diferenciador (color blau) 
 
 
 
 
Imatge 23:  Evolució de ?̇?𝒔𝒕𝒂𝒄𝒌 del sistema real (color taronja) contra evolució de ?̇?𝒔𝒕𝒂𝒄𝒌 del diferenciador (color 
blau) 
 
Es pot comprovar que un temps finit, aproximadament uns 70 segons, el diferenciador és capaç 
d’estimar de forma acceptable el valor de la derivada de 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. 
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15. Estudi econòmic 
 
Aquest projecte presenta els costos de personal corresponents al temps dedicat per part d’un 
enginyer en tecnologies industrials, que són uns 10 euros l’hora. En total, s’ha dedicat al projecte 
al voltant d’unes 360 hores. D’aquestes, s’ha de descomptar el temps que s’ha dedicat a 
l’aprenentatge, que són unes 50 hores. 
A més del cost de personal, s’ha d’afegir el cost de l’equip informàtic més el cost de les llicències 
corresponents. En aquest cas això suposa uns 750 euros per part del portàtil, 70 euros per part 
dels programes de Matlab i 80 euros per Microsoft Office. 
Finalment, s’ha d’afegir el cost energètic del consum de l’equip informàtic. El portàtil emprat 
consumeix aproximadament uns 50 W. Per tant, el consum total de les 360 hores està al voltant 
dels 18 kW·h. Aproximant el cost energètic a uns 10 cèntims el quilowatt hora, el cost energètic 
és d’1,8 euros. 
 
Element Estudiant 
d’enginyeria 
Temps 
d’aprenentatge 
Equip 
Informàtic 
Llicència de 
Matlab 
Llicència de 
Microsoft 
Office 
Consum 
energètic 
Cost unitari 10 euros/hora -10 euros/hora 750 
euros/portàtil 
70 
euros/llicència 
80 
euros/llicència 
0.1 
euros/Kw·h 
Unitats 360 hores 50 hores 1 portàtil 1 llicència 1 llicència 18Kw·h 
Cost Total 3600 euros -500 euros 750 euros 70 euros 80 euros 1,8 euros 
     Total 4001,8 euros 
Taula 4: Desglossament dels costos econòmics 
 
Sumant les respectives parts el cost final del projecte és de 4001,8 euros.  
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16. Impacte ambiental 
 
Les  piles de combustible són una font d’energia elèctrica alternativa als combustibles fòssil. El 
seu benefici per al medi ambient és obvi, tanmateix encara fa falta camí per recórrer. Qualsevol 
projecte que millori l’eficiència i la durabilitat d’aquesta tecnologia pot ser realment beneficiós 
per al medi ambient. Per això, les petites pinzellades que aporta aquest projecte es  poden 
considerar com una pas més cap a una societat neta i verda. 
Aquest projecte és de caràcter  teòric, per tant, el seu impacte ambiental és realment baix. L’únic 
impacte ambiental que ha suposat la seva realització és el degut a l’electricitat consumida. El 
portàtil emprat consumeix al voltant de 50 W, si la duració del projecte és d’unes 360 hores, el 
consum total és de 18 kW·h. 
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Conclusions 
 
Al llarg del projecte s’han vist diverses estructures d’observador i s’ha presentat la teoria que 
les ha permès dissenyar. Al final, s’ha dissenyat una estructura que s’ha considerat adequada 
per als estàndards del projecte. Les seves característiques principals  es poden resumir en els 
següents punts: 
 L’observador que és capaç d’estimar de forma adequada i en un temps finit el valor de 
la variable d’estat s.  
 L’acció de control de l’observador es pot modificar, en conseqüència, es té cert control 
sobre les especificacions de la seva resposta. 
 S’ha reduït el nombre de paràmetres necessaris per a dissenyar l’observador, per tant, 
s’ha simplificat la seva implementació. 
Finalment, s’ha dissenyat un diferenciador que en temps finit és capaç d’estimar el valor de 
?̇?𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. 
En general, es considera que s’han complert els objectius establerts al principi d’aquest 
projecte. 
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Annex 
 
Equacions del model 
 
𝑓𝑝(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘) = (
1
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
· (𝑝𝑠𝑎𝑡0 · 𝑒
−𝐸𝑎
𝐾𝐵·𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 − 𝑝𝑣𝑡0)) 
 
𝑓𝑑(𝑠) =
1
𝐾𝑠
· √𝐾𝑒𝑓𝑓 · 𝑒𝑝𝑠𝑒𝑓𝑓 · 𝑠𝑖𝑔𝑚 · cos (
𝜋 · 𝑒𝑡𝑎𝑒𝑓𝑓
180
) ·
𝑟ℎ𝑜𝑙 · 𝑠3
𝑚𝑢𝑙 · 𝑑𝑒𝑓𝑓
· (1.42 − 4.24 · 𝑠 + 3.79 · 𝑠2) · (𝑠 − 𝑠𝑥0) 
 
𝑓𝑎(𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘, 𝑠, 𝐼) = ln
(
 
 𝐼
𝐴𝑔𝑒𝑜 · (0.21 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓 · 𝑎𝑐 · (1 − (
𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠
𝑠𝑜𝑝𝑡
)
1
3
) · 𝑒
(
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑇𝑟𝑒𝑓
−
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑇𝑠𝑎𝑡𝑐𝑘
)
)
 
 
 
 
 
Implementació en un exemple 
 
 
𝜑(𝑧) = 𝑧2 · 𝑧3 − 𝑎 · 𝑧
2 + 𝑧2 · 𝑧1 − 𝑧2 · 𝑣1 − 𝑎 · 𝑧1 · 𝑧3 + 𝑎
2 · 𝑧1 · 𝑧2 − 𝑎 · 𝑧1
2 + 𝑎 · 𝑧1 · 𝑣1 − 𝑣2
· 𝑧3 + 𝑎 · 𝑣2 · 𝑧2 − 𝑣2 · 𝑧1 + 𝑣2 · 𝑣1 − 𝑣3 − 𝑏 
 
 
Implementació en la pila de combustible 
 
 
𝜃(𝑥) =  −𝐾2 · 𝑣𝑎𝑖𝑟 · 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 + 𝑣𝑎𝑖𝑟 · 𝐾2 · 𝑇𝑎𝑚𝑏 + 𝐾1 · 𝐼 − 𝐾11 · 𝐼 · (𝐾7 − 𝐾6 · 𝐼 + (−𝐾5)
· 𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘 · ln
(
 
 𝐼
𝐴𝑔𝑒𝑜 · (0.21 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓 · 𝑎𝑐 · (1 − (
𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠
𝑠𝑜𝑝𝑡
)
1
3
) · 𝑒
(
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑇𝑟𝑒𝑓
−
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑇𝑠𝑎𝑡𝑐𝑘
)
)
 
 
) 
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Els següents  factors s’han calculat amb el programari wxMaxima. 
 
𝑓2(𝑦, 𝑦)̇ = 𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡 · (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
?̇̇?−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑦)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 −
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑦 )
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3 
 
𝜕𝜃(𝑥)
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
= −𝐼 · 𝐾11 ·
(
 
 
 
 
𝐸𝑎𝑐𝑡 · 𝐾5
𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘·𝑅
− 𝐾5 · ln
(
 
 
 
 
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(−
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 +
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
)
𝑎𝑐 · 𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓 · (1 −
(𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠)
1
3
𝑠𝑜𝑝𝑡
1
3
)
)
 
 
 
 
)
 
 
 
 
− 𝐾2
· 𝑣𝑎𝑖𝑟 
 
 
𝜕𝜃(𝑥)
𝜕𝑠
= −
𝐾11 · 𝐾5 · 𝑇𝑠𝑎𝑡𝑐𝑘 · 𝐼
3 · (𝑠𝑜𝑝𝑡3 · (1 −
(𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠)
1
3
𝑠𝑜𝑝𝑡
1
3
) · (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠)2/3)
 
 
Si el factor 𝑓(𝑥) introduït es descompon en 𝑓(𝑥) = [
𝑓1(𝑥)
𝑓2(𝑥)
]: 
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𝑓2(𝜙
−1(𝑧))
= 𝐾3 · 𝐼 − 𝐾4 · (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡
· (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 −
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3)
· (
1
𝑧1
· (𝑝𝑠𝑎𝑡0 · 𝑒
−𝐸𝑎
𝐾𝐵·𝑧1 − 𝑝𝑣𝑡0)) +
1
𝐾𝑠
· √𝐾𝑒𝑓𝑓 · 𝑒𝑝𝑠𝑒𝑓𝑓 · 𝑠𝑖𝑔𝑚 · cos (
𝜋 · 𝑒𝑡𝑎𝑒𝑓𝑓
180
)
·
𝑟ℎ𝑜𝑙 · (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡 · (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 −
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3)3
𝑚𝑢𝑙 · 𝑑𝑒𝑓𝑓
·
(
 
 
 
 
1.42 − 4.24 · (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡
· (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 −
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3) + 3.79
· (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡 · (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 −
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3)2
)
 
 
 
 
· ((𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡 · (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼 −
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3)
− 𝑠𝑥0) 
 
 
 
𝜕𝜃(𝜙−1(𝑧))
𝜕𝑇𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘
= −𝐾11 · 𝐼
· (
𝐸𝑎𝑐𝑡 · 𝐾5
𝑅 · 𝑧1
+ 𝐾5 ·
−
𝑧2 − 𝑣𝑎𝑖𝑟 · (𝐾2 · 𝑇𝑎𝑚𝑏 − 𝐾2 · 𝑧1) − 𝐾1 · 𝐼
𝐾11 · 𝐼
+ 𝐾6 · 𝐼 − 𝐾7
𝐾5 · 𝑧1
)
− 𝐾2 · 𝑣𝑎𝑖𝑟 · 𝑧1 
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𝜕𝜃(𝜙−1(𝑧))
𝜕𝑠
= 𝐾11 · 𝐾5 · 𝑇𝑠𝑎𝑡𝑐𝑘 · 𝐼
· (3
·
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑠𝑜𝑝𝑡
3 ·
(
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 − (
 
 
 
𝑠𝑜𝑝𝑡 − (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡 · (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼
−
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3
)
 
 
 
1
3
𝑠𝑜𝑝𝑡
1
3
)
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
·
(
 
 
 
 
𝑠𝑜𝑝𝑡 − (𝑠𝑜𝑝𝑡 − 𝑠𝑜𝑝𝑡 · (1 −
4.761905 · 𝐼 · 𝑒
(
−
𝑧2−𝑣𝑎𝑖𝑟·(𝐾2·𝑇𝑎𝑚𝑏−𝐾2·𝑧1)−𝐾1·𝐼
𝐾11·𝐼
+𝐾6·𝐼−𝐾7
𝐾5·𝐼
+
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝐼
−
𝐸𝑎𝑐𝑡
𝑅·𝑧1
)
𝐴𝑔𝑒𝑜 · 𝑎𝑐 · 𝑖0𝑟𝑒𝑓
)3
)
 
 
 
 
2
3
)
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
)−1 
 
 
 
